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INTRODUCCION

En este trabajo se prueba en detalle una sorprendente generalizacion del teorema de incompletez
de Godel cuya idea original se debe a Calude [Ca99] y Solovay [S099]. Para lograrlo introducimos
brevemente al lector en la fascinante Teoria Algoritmica de la Informacién en los primeros dos
capitulos. En el tercero y cuarto nos concentramos en nuestro resultado que se logra gracias a una
previa caracterizacién de los nimeros que llamaremos recursivamente enumerables aleatorios y
teoremas basados en el concepto de complejidad algoritmica, que se deben a Chaitin y a Solovay
entre otros.

Nos basaremos principalmente en [Ca02], aunque haremos frecuentes alusiones a otros articulos y

textos.






Capitulo 1

Notacion y resultados basicos

En este capitulo fijamos notacion y mencionamos algunos resultados basicos que se usardn en

lo que sigue.

1.1. Notacion

Mencionamos la notacién que se usard frecuentemente en el texto.

Denotamos por N al conjunto de niimeros naturales, N al conjunto de los naturales positivos, Q al
conjunto de ndmeros racionales y R al conjunto de niimeros reales. Usaremos | «v | para denotar la
parte entera del nimero real «, por log, el logaritmo en base (), ademds abreviamos por log(n) a
[logy(n + 1) ].

Fijamos un conjunto finito A = {a1, ...,aq}, con @ > 2y lo llamamos un alfabeto. Denotamos por
A* el conjunto de las cadenas finitas sobre A, ie, sucesiones de la forma z = z1...x, conz; € A
para 1 < i < n. Denotamos por A la cadena vacia y escribimos AT = A*\ {\}. Siz € A*, |z|4 es
la longitud de = (|A|4 = 0). Si el alfabeto estd especificado y no hay lugar a confusién escribimos
|z| en vez de |x|4. Cada orden total < en el conjunto A, digamos a1 < as < --- < ag, induce

naturalmente un orden total en A* que llamamos orden de diccionario:
A<a < <ag <aa; < - <ajag < - < agag

<< apaga); < - <ararag < - <agaag < -

Denotamos por stringg(n) la n-ésima cadena con respecto al orden de diccionario, si se so-
brentiende a qué relacién de orden hacemos referencia. stringg : N — A* es una funcién biyectiva
que satisface |stringg(n)| = [logg(n(Q — 1) + 1) |. Sino hay ambigiiedad escribimos string en
vez de stringg.

Definimos en A* la relacién de orden <, de modo que = <, y sii existe z € A* tal que y = zz.



Como es usual, decimos que x <, y sii ¢ <, y A = # y. Decimos que dos cadenas x, y son com-
parables si z <, y obieny <, x.

Si x,y € S definimos la concatenacidon de x con y como z = zy. La concatenacién de = con
sf mismo 7 veces ...« la denotamos z* con 2 = \. Si S, T C A* definimos su concatenacién ST
como {zy/x € S,y € T}. Sim € Nescribimos A™ = {z € A*/|z| = m}. Si a; € A entonces la
cadena cuya tnica componente es a; se denota (a;).

Por A% denotamos el conjunto de funciones f : Ny — A, ie, secuencias infinitas de la forma
X = I1...Tp.... Six € AY yn € Ny denotamos por x(n) la cadena z;...x,, € A*. Sixz € A*y

y € A¥ denotamos por zy su concatenacion. Si S C A* decimos que
SAY ={x € AY/In € NL(x(n) € S)}.

Siz e A*: xA¥ = {x}AY. Si Q € N, con Q > 2, denotamos por Ag el alfabeto {0,1,...,Q — 1}
con el orden < usual. Unaletra a € Ag denota al tiempo el simbolo que se usa para obtener cadenas
de niimeros y su valor numérico i con 0 < i < ) — 1. En particular denotamos ¥ = Ay = {0, 1},
ademds strings = bin.

Una funcién parcial ¢ : X = Y es una funcién cuyo dominio es subconjunto Z de X. Si dom(p) =
X decimos de ¢ que es total y escribimos ¢ : X — Y. Si x € dom(yp) escribimos ¢(x) < oo, de
lo contrario ¢(x) = oco. Si dos funciones parciales ¢ : X %Y yé: X Y tienen igual dominio

y si para z € dom¢ ¢(x) = 1(x) entonces decimos que para z € X ¢(x) ~ (x).

1.2. Computabilidad

Intuitivamente una funcién parcial f : N = N se dice parcial recursiva si se puede programar
un algoritmo tal que dado el nimero natural n, determine si f(n) < ooy en tal caso calcule f(n).
Las investigaciones de Turing, Church, Kleene y otros matemaéticos llevaron a diferentes formaliza-
ciones de este concepto que han resultado ser equivalentes. La tesis de Church-Turing afirma que el
concepto intuitivo se corresponde con cualquiera de las formalizaciones, por ejemplo las maquinas
de Turing. Asumimos que el lector estd familiarizado con alguna de estas formalizaciones.
Como es usual llamaremos a una funcién parcial, o : A* = A*, parcial recursiva (p.r.) si existe una

funcién parcial recursiva f : N = N tal que

o(z) ~ stm’ng(f(stringil (2))).

Una funcién recursiva f : N — N es una funcién total definida andlogamente. Se pueden definir

de manera andloga las nociones de funcién parcial recursiva y funcion recursiva para funciones de
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la forma f : (A*)" 3 A*. Sig : (A*)" 5 A* escribimos (™ : (A*)™ 2 A*. Es usual fijar una
gddelizacion de las miquinas de Turing de manera que gb,(fn) D (AT > A* representa la funcién de
n variables computada por la maquina de Turing con cédigo k, (k € N, ). Esta numeracion permite

probar los siguientes teoremas:

2.1 Teorema (Teorema s-m-n). Si m,n € N, entonces existe una funcion total computable de

m + 1 variables s}, tal que
O (x,y) ~ 60 ).
2.2 Teorema. Para cada n € N la funcion qﬁgn) definida por ¢ (e, x1, ..., Tn) =~ <p,(3n) (X1, ey Tp)

es parcial computable.
Enunciaremos un resultado de gran utilidad en la Teoria de Recursion:

2.3 Teorema (Teorema de la Recursion). Sim € Ny y f () es total computable entonces existe un

x, a veces llamado punto fijo de f, tal que ¢§cm) = ¢§fr(’;))

Para consultar las pruebas de éstos y otros resultados, asi como la definicién precisa de una

godelizacion para las funciones parciales recursivas, recomendamos el texto de Cutland [Cu80].

1.3. Topologia y Probabilidad en A*

Podemos ver que el conjunto {xA“},c 4+ es una base para alguna topologia en A“. Considera-
remos a A“ dotado con esta topologia, la cual coincide con la topologia producto de w copias de A
que se han equipado, cada una, con la topologia discreta (en la cual cada subcobnjunto es abierto).
Como cada conjunto dotado de la topologia discreta es compacto podemos usar el Teorema de Ty-

chonoff para obtener que A“ es compacto.

Se puede probar que cada funcién p : {xA“},c 4+ — R que satisface

Q
) = JAA) = 1, Ve [04) = 3 (o).
=1

se puede extender de modo tnico a una medida en la o-algebra de Borel de A“. Para ver los detalles
recomendamos [Ca02], seccién 1.4.

Utilizaremos la medida de probabilidad uniforme definida por

pzA®) = Q1.
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Nos interesa el caso () = 2. En ocasiones esta medida se denomina medida de Lebesgue, ya que
identifica x € ¥* con el racional en [0, 1) cuya expansién binaria es z, y la secuencia y € ¥“ con el
ndmero real en [0, 1] cuya expansion binaria es y. De esta forma el conjunto X se identifica con

el intervalo [z, z + 27121).

1.4. Conjuntos libres de prefijos

Un subconjunto S de A* se denomina libre de prefijos si dados z,y € S, con x <, y, se tiene

T =1y.

4.1 Ejemplo. Si S C A* el conjunto S = {z € S/—3y € S(y <, x)} es claramente un conjunto
libre de prefijos. Se puede ver facilmente que SAY = SAY.

4.2 Ejemplo. Siz € ¥* definimos 7 insertando un cero antes de cada letra de x y agregando al final
un uno. Hacemos A = 1. Definimos ahora la versién autolimitante de z € A*: d(x) = bin(|x|)z.

Es claro que S = {d(z)/x € A*} es libre de prefijos.

Es interesante notar que si S C X* es libre de prefijos entonces cuando x,y € S se tiene que
xX¥ NyX« es vacio, o lo que es lo mismo, los intervalos de la forma [z, x + 2-121) con z € S son
disjuntos dos a dos.

Mostramos ahora una condicién necesaria para que un conjunto sea libre de prefijos.
4.3 Teorema (Kraft). Si S C A* es libre de prefijos entonces ) g QI < 1.

Demostracion. Es facil ver que S C A* es libre de prefijos sii para z,y € S con z # y: xA¥ N
yA¥Y = ¢.Si S C A* es libre de prefijos {xA¥},cs es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos

de modo que
> Q=Y usA) = u(U 3Aw> — H(SA%) < p(A”) = 1.

SES seS seS

Si S es un conjunto libre de prefijos entonces definimos Qg = u(S) = EIGS@_'“") <1.
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Capitulo 2

Nociones basicas de la Teoria Algoritmica de la
Informacion

La Teoria algoritmica de la Informacién mezcla elementos de la Teoria de la Informacién de
Shannon y de la Teoria de Recursion. Esto se usa para definir la complejidad algoritimca de un
elemento, que se mide por el tamaiio en bits del programa mads corto que lo computa. En la primera
seccion definimos las maquinas de Chaitin, las numeramos y probamos la existencia de maquinas
de Chaitin universales, ademds definimos la complejidad algoritmica de un objeto. En la segunda
seccion definimos la probabilidad de parada de una maquina de Chaitin, lo cual nos ofrece una

nueva perspectiva del famoso Problema de la Parada.

2.1. Maquinas de Chaitin

Una maquina de Turing con dominio S C ¥*, es autolimitante cuando S es libre de prefijos. Se
suele suponer que una maquina de este tipo recibe como entrada un programa con datos incluidos.
En los lenguajes de programacién usados en la prictica toda maquina es autolimitante pues toda
cadena (programa y datos) para la cual la maquina busca su imagen (lo ejecuta) y para, contiene
las instrucciones Begin y End, que hacen las veces de paréntesis izquierdo y paréntesis derecho en
las expresiones matemadticas, una vez cerrado el primer paréntesis se sabe que la expresion termind.
Si una expresion continta después del cierre del primer paréntesis la expresion se considera invali-
da. De manera andloga, las instrucciones de un programa no pueden continuar después del End
correspondiente al primer Begin. Considerar conjuntos libres de prefijos como los dominios de las
maquinas autolimitantes, o de Chaitin, puede parecer innecesario, sin embargo, es un punto clave en
la teorfa algoritmica de la informacién y segtn el propio Chaitin, creador de la misma, este detalle
mantuvo esta area del conocimiento estancada por casi una década [Ch88].

Para el resto del texto fijamos Ag = {0,1} = Xy A7, = ¥* = {0, 1}*.



1.1 Definicién (Maquina de Chaitin). Decimos que una funcién parcial recursiva C' : £* = X* es

una maquina de Chaitin si dom(C) C ¥* es un conjunto libre de prefijos. En tal caso escribimos

Qo = Qdom(C)

En lo que sigue fijaremos una godelizacion { ¢; /i € N} de las funciones parciales recursivas ¢ :
>* 2 *. Segiin lo expuesto en el capitulo anterior, la funcién universal ® : N x ©* = * definida
por ®(n, s) ~ ¢, (s) es parcial recursiva. A través de esta funcién obtendremos una godelizacién de
las Méquinas de Chaitin. Es claro que podemos obtener una numeracion recursiva sin repeticiones
del dominio de ® (i.e. una biyeccién recursiva total f t.q. f : N = N x ¥* con ran(f) = dom(®)),
digamos {(n;, z;)|¢ € N}. Ahora, definimos una nueva funcién ¥ como la restriccion de ® a cierto
conjunto r.e. Tal conjunto es el rango de una funcién, 6, parcial recursiva, definida de la siguiente

mancra:

1. Haga 0(1) = (ny1,21).

2. Si se han definido 6(1),...,0(i—1) y no existe i< j tal que n; =n,

y Z; es compatible con x; entonces imprima (nj,xj).
3. De lo contrario imprima 6(j—1).

Se tiene que 6 es una funcidn total recursiva cuyo rango es r.e. La funcion ¥ es parcial recursiva,
al ser la restriciéon de una funcién parcial recursiva a un subconjunto r.e. de su dominio (ran(6)).
Podemos ahora definir:

() ~ ¥U(n,x)

Lo ultimo llevara a una godelizacion de las maquinas de Chaitin. Como es facil probar:

= El dominio de v, es libre de prefijos.

= Si el dominio de ¢,, es libre de prefijos entonces ¥, = ¢»,.

Hemos construido asi una funcion universal que simula todos las maquinas de Chaitin y s6lo maqui-
nas de Chaitin. A partir de ésta podemos definir una nocién que nos sera ttil en el dltimo capitulo.

Denotamos por D,, el dominio de ¥,, y hacemos:
Dyt) ={seX:3j <t(nj =nAsj=sN0() = (nj,s))}
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Ademis de esto denotamos €2, = (2p . Estamos en condiciones de introducir la siguiente defini-
cion:
1.2 Definicién (Méaquina Universal de Chaitin). Una maquina de Chaitin U se dice universal si

para toda maquina de Chaitin C' existe una constante ¢ (que depende de ambas maquinas) tal que si

C(z) < oo entonces existe una cadena 2’ tal que U (z') = C'(z) y |2| < |z| + ¢
De lo anterior se sigue que:
1.3 Teorema. Existe una mdquina de Chaitin universal.

Demostracion. Considerando la funcion ¥ definida en la discusion anterior definamos:
U(Oilx) ~ 1);(x)

Es claro que el dominio de U es libre de prefijos pues dom(v);) es siempre libre de prefijos. Es facil

ver que cumple ademds la propiedad de universalidad. O

Probamos un lema util.
1.4 Lema. Si U es una mdquina de Chaitin universal entonces U es sobreyectiva.

Demostracion. Sean x € Y*. Definimos la maquina C'(A\) = . Como U es universal existe y tal
que U(y) = C(\) = . O

La idea de complejidad algoritmica se basa en el concepto de incompresibilidad de la informa-
cion. Si pensamos, por ejemplo, en los primeros 700 millones de digitos de 7 sabemos que contienen
bastante informacién; sabemos ademas que podemos programar un algoritmo, de tamafio conside-
rablemente menor a 700 millones de bits que al ser ejecutado sin entrada de datos, imprima los
primeros 700 millones de bits de 7 y pare. La informacion de estos 700 millones de bits estd pues
codificada en el programa, comprimida por tanto. Podemos preguntarnos ahora cudl sera el pro-
grama mds compacto, de menor tamafio, tal que al ejecutarse sin entrada de datos imprime la cifra
en cuestion y para. El tamafio de este programa serd la complejidad algoritmica de Kolmogorov-
Chaitin de dicha cadena, que serd entonces el tamafio del programa maés corto que la genera. A

través de esta nocién podremos definir en la siguiente seccién el concepto de sucesion aleatoria.

1.5 Definiciéon (Complejidad de Chaitin de una cadena). Si z € ¥* y C es una maquina de Chaitin

definimos la complejidad de x con respecto C' como:

Ho(z) ~ min{|u| : uw € ¥* A C(u) = z}.
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El siguiente resultado es consecuencia directa de las definiciones anteriores.

1.6 Teorema. Si C' es una mdquina de Chaitin y U una mdquina de Chaitin universal entonces

existe una constante c tal que si x € ¥* entonces Hy () < Ho(x) + c.
Ahora obtenemos de inmediato:

1.7 Corolario. Si U y V' son dos mdquinass de Chaitin universales entonces existe una constante ¢

tal que si © € X* entonces |Hy (z) — Hy (x)| < c.

2.2. Probabilidades de Parada

Definiremos en esta seccion la probabilidad de parada de una maquina de Chaitin C. Primero
definimos la probabilidad de parada de la mdquina con salida x, ésto es, la probabilidad de que,
escogida una cadena al azar, la mdquina calcule, a partir de ésa cadena, la cadena x. Para ésto
sumamos de cada entrada s tal que C(s) = z su aporte a esta probabilidad 2718l que es el inverso

del nimero de programas de |s| bits.

2.1 Definicion (Probabilidad de Parada de una méaquina de Chaitin con una cadena como salida).
Dada una maquina de Chaitin C' definimos para z € ¥* La probabilidad de parada de C' con salida

I COmo

Po)= Y 2 h

ueX*:C(u)=x
Para definir la probabilidad de parada de una méaquina de Chaitin C' sumamos cada probabilidad
de parada con salida una cadena particular. Pretendemos recoger en esta definicién el concepto

intuitivo de la probabilidad de que dada una cadena al azar, la maquina pare.

2.2 Definicion (Probabilidad de Parada de una maquina de Chaitin). Definimos la probabilidad de

parada de una maquina de Chaitin C' como:

Z Po(x) = Z 271 = J(domCE?) = Q.
rex* uedom(C)

Se sabe que el problema de decidir si una maquina de Turing para o no es indecidible [Cu80].
Este problema es conocido como el Problema de la Parada. Al cambiar los dominios de nuestras
maquinas a subconjuntos de >.*, libres de prefijos, encontramos una manera de cambiar el enfoque
en el cual estd planteado originalmente el problema, por otro en el cual en vez de decidir si la maqui-

na para o no en una entrada dada, hallamos la probabilidad de que pare en una entrada escogida al
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azar. Més adelante veremos la estrecha relacién que conservan los dos enfoques cuando la maquina
de Chaitin considerada es universal.

Presentamos una extension del resultado de la desigualdad de Kraft que nos serd titil. Para consultar
la prueba de este resultado recomendamos el texto de Calude [Ca02], seccion 4.1. Este resultado se

conoce como el Teorema de Kraft-Chaitin.

2.3 Teorema. Sea 1 : Ny = N una funcién parcial recursiva cuyo dominio es {n eNj:n<m}

para alginm € N, o bien N. Si ) () 2-¢(1) < 1 entonces podemos construir (efectivamente)

i€dom

una funcion inyectiva recursiva 6 : dom(v)) — X* tal que:
a) Paran € dom(v) se tiene |0(n)| = (n).

b) ran(0) es un conjunto libre de prefijos.
Demostracion. Definimos 6 de la siguiente manera:
1. Haga 6(1) =0v®
2. Si se ha definido 6(0),...,0(n) v ¥(n+1) < oo, entonces haga

O(n+1) =min{z € ¥ . vi(1 <i<n) = =(z <, 0(0) vV 0(i) <, x))}

O]

2.4 Teorema (Kraft-Chaitin). Sea f : N > ¥* x N una funcién parcial recursiva cuyo dominio
es {n € Ny : n < m} para algiin m € N, o bien N. Para k € dom(f) hagamos f(k) = (zk, ni).
Si

o0
Y2,
k=1

entonces podemos constuir efectivamente una mdquina de Chaitin C' tal que para k € dom(f),

existe una cadena uy, de tamario ny, tal que C(uy) = xy. Ademds Qc =Y oy 27,

Demostracion. La funcién parcialmente recursiva ¢ : domf — Ny dada por (k) = ny, satisface

las condiciones del anterior teorema. Definimos la maquina de Chaitin C' como:

COk)) = .
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2.3. Sucesiones Aleatorias

Basadndose en trabajos anteriores, que intentaban capturar el verdadero sentido de aleatoriedad
de una sucesion, Martin-Lof logrd, en 1966, definir con éxito el concepto de sucesion aleatoria. Mds
adelante él mismo propuso definiciones equivalentes, una de las cuales adoptamos a continuacion.
La definicién se basa en la idea de que un elemento aleatorio en un espacio muestral debe ser un
elemento tipico. Esta tipicidad deberia poder ser verificada, en principio, por una maquina de Turing.
En nuestra definicion consideramos entonces todos los test r.e. que puedan escoger minorias en >.%.
Para ser mas precisos consideramos conjuntos r.e. de la forma £ C >* x N, tal que cada nivel £},
es libre de prefijos y tal que su medida tiende a cero si k — oo, mas precisamente . (E,X%) < 27F.
De esta manera u((,cy, £n) = 0y (\,en, En es considerado una minorfa, en otras palabras,
un conjunto de medida cero construible, de modo que si X es una sucesion aleatoria, al ser un
elemento tipico, no puede estar en ninguna minoria y, por tanto, debe existir un n tal que x ¢ E, %%,

Precisamos lo anterior:

3.1 Definicion (Sucesién Martin-Lof aleatoria). Una sucesidon x € X% se dice Martin-Lof aleatoria
si para todo conjuntor.e. £ C ¥* x Ny talque parai > 1, E; = {z € ¥* : (z,i) € E} es libre de
prefijos y

w(EX¥) <27,

entonces existe k tal que x ¢ Ej A%.

Otra definicién fue propuesta més tarde por Gregory Chaitin y Clauss-Peter Schnorr. Esta se
basa en el hecho intuitivo de que una sucesion aleatoria deberia ser tal que sus digitos se generaran de
manera impredecible. Cada programa especifica un patrén, por lo tanto la sucesién de los n primeros
digitos de z, si ésta es una sucesion aleatoria, deberia ser cada vez mds dificil de especificar, contener
mas informacién y por lo tanto ser mas compleja. De lo contrario generaria patrones y seria posible
predecir sus digitos. Ya tenemos una forma de medir la complejidad de un objeto; para la siguiente

definicién fijamos una méaquina universal de Chaitin U.

3.2 Definicion (Sucesién Chaitin aleatoria). Una sucesion x € X se dice Chaitin-Schnorr aleatoria
si existe una constante c tal que

Hy(x(n)) >n—c.

Notemos que el hecho de que la sucesion sea aleatoria no depende de la escogencia de la maqui-
na de Chaitin universal.

Estas definiciones son equivalentes. La prueba de este hecho se encuentra en [Ca02] seccién 6.3.
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3.3 Teorema. Una sucesionx € X% es Martin-Lof aleatoria si y sélo si es Chaitin-Schnorr aleato-

ria.

Se plantearon otras definiciones de aleatoriedad para sucesiones, como la de Solovay [So74] y la
de Hertling y Weihrauch [HW98]. Todas ellas han resultado ser equivalentes a las dos presentadas
en el texto. Esto ha llevado a la postulacién de una tesis, al estilo de la Tesis de Church-Turing,
que afirma que una sucesion es aleatoria si satisface alguna (y por lo tanto todas) las definiciones
propuestas hasta el momento. Esta tesis se denomina la Hipétesis de Aleatoriedad. En el siguiente

capitulo exhibimos ejemplos de sucesiones aleatorias.
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Capitulo 3

Numeros reales r.e. aleatorios

En este capitulo definimos los nimeros recursivamente enumerables (r.e.) aleatorios y damos
una caracterizacioén de los mismos como probabilidades de parada de maquinas de Chaitin univer-
sales. En la primera seccién probamos un teorema que relaciona el Probrema de la Parada con los
bits del nimero 2;;. Més precisamente, si U es una maquina universal de Chaitin probamos que, de
conocerse los primeros 7 bits de )7, podriamos decidir si dada una cadena s € X*, con |s| < n,
la computacién de U (s) para o no. Este resultado nos permite probar que la probabilidad de parada
de una maquina de Chaitin universal es un nimero r.e. aeatorio. En la segunda seccién probamos la
esperada caracterizacion. Para hacerlo definimos la relaciéon de dominacién entre niimeros reales y
ndmeros tipo €2, los cuales caracterizamos como probabilidades de parada de Mdquinas de Chaitin

universales.

3.1. Numeros )y

En esta seccién probaremos que la probabilidad de parada de una maquina de Chaitin universal
es un nimero aleatorio en el sentido de que la sucesién que conforma su representacidn binaria es
aleatoria. Por simplicidad en la notacién escribimos {2 en vez de 2y dado que la prueba sé6lo usa
propiedades generales de las maquinas de Chaitin universales. Por esta razén fijamos una maquina
de Chaitin universal U.

Denotamos por €2[n] la aproximacién racional que consiste en los primeros n bits de la ex-
pansion binaria de €); en caso de que () tenga dos expansiones escogemos la que termina en
infinitos ceros. Por (i) denotamos el i-ésimo bit de @ = 0.2(1)Q(2)...Q(n).... Asi Q[n] =
0.22(1)2(2) ... €Q(n). Con esta notacion probamos un lema de utilidad:

1.1 Lema.
Qn] <Q<Qn]+27".



Demostracion. Se sigue del siguiente hecho:

Q- op= Y appi< Y 2 =g

jzntl i+

Ahora probamos el teorema deseado.
1.2 Teorema. Dado Q[n], podemos decidir si U(s) < oo, para los s € ¥* con |s| < n.

Demostracion. Sea f : Ny — dom(U) una biyeccion computable. Definamos wy, = Zle ptiOl
Calculemos k tal que Q2[n] < wy. Veamos que U(s) < cosiysélosis € {f(1),... f(k)} = Wk.

Supongamos pues, por el absurdo, que U(s) < ooy s ¢ Wj. Tendriamos entonces que
Q] <Q<Qn]+27" <w,+271 <Qq,
lo cual es imposible. O

Conocer los primeros 10000 digitos de €2, permitiria decidir si los programas de longitud me-
nor que 10000 bits paran o no. Es razonable pensar que, para un U adecuado, uno de estos programas
busca un contraejemplo para la Conjetura de Goldbach, la Hipétesis de Riemann u otro problema
matemdtico refutable por un contraejemplo que se halla mediante un algoritmo. Atin m4s, si algtin
programa que genera los teoremas de cierta teoria matematica tiene menos de 10000 bits, se podria
decidir si cualquier afirmacién de la teoria es cierta, falsa o indecidible. Sin embargo, atn si se cono-
ciera ©2[10000], hacer uso de esta informacién implicaria el empleo de recursos (tiempo y memoria)
que superan la capacidad de los ordenadores actuales.

Es de notar ademads que, a través de este teorema, se tiende un puente entre nuestros dos puntos de
vista sobre el problema de la parada (el clasico y el probabilista). En este sentido, es valioso citar
aqui a Bennet, quien pone en contexto histérico y filoséfico el Gltimo teorema:

"A través de la historia misticos y filésofos han buscado una llave compacta a la sabiduria uni-
versal, una formula finita o un texto que proporcionaria la respuesta a cada pregunta. El uso de la
Biblia, el Cordn, el libro adivinatorio I Ching y la tradicion de libros secretos de Hermes Trimegisto
v la cdbala judia medieval ejemplifican esta creencia o esperanza. (...) En muchos sentidos §) es un
niimero cabalistico.” [Be92]

Sin embargo, como se verd en el siguiente capitulo, nunca podremos conocer mds que finitos bits

de cualquier niimero 2. A continuacién definimos algunas nociones bésicas.
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Si U es una maquina universal de Chaitin, sabemos que su dominio es un conjunto r.e. Sea f :

Ny — dom(U) una biyeccién computable. Como en la prueba anterior consideramos la secuencia

k

wp = 3 2710

i=1
Consideremos ahora la expansion binaria del nimero 2;; (en caso de que €y tenga expansion

binaria finita la completamos con infinitos ceros)
Qu =0.2(1)Q(2)..02(n)...
Denotemos la sucesion de digitos binarios de 2y por r(€2r7). Es decir,
r(Qu) =2(1)Q(2)...Q(n)... e ¥

Después de introducir estos conceptos, ofrecemos una prueba de la aleatoriedad de r(£2) con

base en la definicién de aleatoriedad de Chaitin-Schnor.
1.3 Teorema. La sucesion r(§2) es aleatoria.

Demostracion. Definimos una maquina de Chaitin C' tal que, al recibir como entrada un x € ¥,

realiza el siguiente procedimiento:

1. Compute y:=U(x)
2. Compute el menor entero t (si existe) tal que wy > 0.y

3. Imprima la menor cadena(en el orden de diccionario) que no pertenece

al conjunto {U(f(1)),U(f(2)),...U(f(t))}-

Siz € ¥*y C(z) < oo, entonces sea y € X* la menor cadena (segun el orden de diccionario)

tal que U(y) = U(x); es claro que C(x) = C(y) y por lo tanto
He(C(x)) < |yl = Hy(x).
Por la universalidad de U existe una constante ¢ > 0 tal que
Hy(C(x)) < Ho(C(x)) + c.
Esto se da siempre que C (z) < oo. Fijemos ahora n € N y escojamos un x € ¥* tal que
U(z) =0.2(1)2(2)...2(n).
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Sabemos entonces que M (x) < co. Sea t el menor natural tal que w; > 0.€(1)2(2)...Q(n). Por un

lema anterior
0.2(1)Q(2)..0n) Sw <w + »_ 27 HI =0 <0.01)Q(2)..0(n) + 27"
i=t+1

De modo que

i 9—7f(i) <2,

i=t+1
De ésto se sigue que si ¢ > ¢ + 1, entonces f(i) > n. De la construccion de la maquina C' se tiene

que
n < Hy(M(z)) < Hy(M(2)) + ¢ < Hy(U(z)) = Hy (0.2(1)Q2(2)...Q(n)) + c.

Lo anterior implica que r(£2) es una sucesion aleatoria segin la definicion de Chaitin-Schnorr

(2.3.2). O

Ahora introducimos una definicion de aleatoriedad en el ambito de los nimeros reales. Consi-

deramos solo reales en el intervalo [0, 1].

1.4 Definicion (Real Aleatorio). Un nimero real o se dice aleatorio si su expansion binaria forma

una sucesion aleatoria.

Si un nimero tiene expansion binaria finita, la completamos con infinitos ceros.

Abhora, fijamos una numeracién de los racionales en [0, 1] por ejemplo la biyeccién v : N —
[0, 1] N Q definida por v(0) = 0, v(2n) = 1 + v(n) yv(2n + 1) = 1/(1 + v(n)). Hacemos esta

consideracion para introducir la siguiente:

1.5 Definicion (Sucesion computable de racionales). Una sucesién de racionales a : N — Q se
dice computable si la funcién f : N — N definida por f(z) = v~!(a(z)) es computable. Decimos

entonces que la sucesion (a;);en con a; = a(i) es computable.
A continuacion introducimos la nocion de nimero real recursivamente enumerable.

1.6 Definicion (Numero real r.e.). Un nimero real se dice recursivamente enumerable (r.e.) si es el

limite de una secuencia computable, no decreciente, de racionales.
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Por ejemplo, si U es una maquina de Chaitin universal, entonces {27 es un niimero real r.e.
puesto que (wg)ken . €s una sucesién computable de racionales con limite Q.
Un real computable o es un nimero tal que existe una secuencia computable, no decreciente de
racionales, digamos (a,,), tal que |a,, — a| < 27™. Si computamos el nimero a,,+; podremos saber
con certeza los primeros n bits de a. Este no es el caso de los ndmeros r.e. puesto que a pesar
de poder computar una aproximacion tan buena como deseemos, no se sabe cuan cerca estd la
aproximacion del limite.

De lo anterior se deduce lo siguiente.

1.7 Corolario. Si U es una mdquina de Chaitin universal entonces Qi es un niimero r.e. aleatorio.

3.2. Caracterizacion de los numeros r.e. aleatorios

En esta seccién abordamos la pregunta de si todos los nimeros r.e. aleatorios son probabilidades
de parada de maquinas universales de Chaitin. Para empezar introducimos la relacién de domina-

cion.

2.1 Definiciéon (Dominacién). Decimos que el ndimero real o domina al niimero real 5 y escribimos
. . ., . . o .
a <gom B si existe una funcién parcial recursiva f : Q — Q y una constante ¢ > 0 tal que, sip € Q

y p < a, entonces f(p) < By ademds:

cla—p)>B— f(p)

Intuitivamente, si o <g4,,,, £ entonces « es menos aleatorio que 3 en el siguiente sentido: dada
una aproximacién computable de « entonces se obtiene una aproximacién computable de 3 con un
error similar. Esto implica que v debe ser mas computable, y por lo tanto, mas predecible que 8. O
equivalentemente, o debe ser menos aleatorio que .

Es fécil probar entonces el siguiente resultado.

2.2 Lema. Un real r.e.cc domina a otro real r.e. ( si existen secuencias recursivas no decrecientes
(ai) y (b;), de racionales, tales que lim;_,a; = «, lim;_,oob; = By una constante ¢ > 0 tal que,
para todo n € N;

cla—ap) > B —by.

Queremos ahora definir un real r.e. tipo {2, como aquel que domina a todos lo reales r.e. Intuiti-

vamente, a la clase de los tipo €2 pertenecerdn los niimeros mas aleatorios de entre los r.e.
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2.3 Definicion (Secuencia universal). Una secuencia computable, creciente, de racionales (a;) es
universal si para todo secuencia computable y creciente de racionales (b;), existe un nimero ¢ > 0

tal que, paran € N: ¢(a — a,) > B — by,
Asi introducimos la siguiente:

2.4 Definicion. Un real es llamado tipo 2 si es el limite de una secuencia recursiva creciente de

racionales.

Probamos ahora que si U es una maquina universal de Chaitin entonces {2;; es un nimero tipo

Q, lo cual justifica su nombre.

2.5 Teorema. Sea U una mdquina de Chaitin universal. Toda secuencia recursiva, creciente, con-

vergente con limite Qy; es universal.

Demostracion. Sea (a,) una secuencia de racionales recursiva y con limite Q. Sea (b,,) una se-
cuencia de racionales recursiva, creciente y convergente. Digamos que lim,_, b, = 3.

Sea (x;) una enumeracion recursiva y sin repeticiones de dom(U). Definamos, como es usual,
Wn =Y iy 2~ 1=l Es claro que w, es una sucesién creciente con limite ;7. Definamos por recur-

si6n una funcién g tal que g(0) = min{j : w; > ap}y
g(n) =min{j > g(n —1) : wj > an}.

Tenemos entoncces que Oy — an > Qy — wg(p)- Por lo cual resta probar la afirmacién del teorema
para la sucesion wg(n). Definamos ahora una sucesion (y;) de la siguiente manera: (y;) es la minima
cadena, segtin el orden de diccionario, tal que y; ¢ ({U(z;) : j < g(4)} U{y; : j <i}).

Definamos ahora n; = | —log(b;1+1 —b;) | + 1. Facilmente obtenemos, para i € N, las desigualdades
27 < by — by < 27D,

Debido a lo anterior
o0 o0
22_”" < Zbi+1 —bi=08—0by <1.
i=0 i=0

Por el teorema de Kraft-Chaitin podemos definir una maquina de Chaitin C' tal que para ¢ € N,
existe u; € X", tal que C'(u;) = y;. Dado que U es una maquina universal sabemos que existe c tal
que Hy (y;) < ni +c.

Escojamos para cada i € Nun z; € {z; : j > g(i)} tal que U(x;) = v y |;| < n; + ¢. No hay
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. . .., / .. . / /
repeticiones en la numeracion de los x; puesto que si ¢ 7 j entonces y; # y; y por tanto z; # .

Ademds, sii > n entonces x; € {2, : j > g(n)}. Por lo tanto tenemos que

Qu—wy(n) = > 27l >3 omlnl >N "gmmime > 97 IN " (3, y — b;) = 2771 (B—bn).
i=g(n)+1 i=n i=n i=n

O]

Definimos ahora una relacidon entre conjuntos libres de prefijos que nos permitird establecer

resultados sobre dominacion entre las medidas de los mismos.

2.6 Definicion (Simulacion Fuerte). Sean A, B conjuntos infinitos libres de prefijos. Decimos que
A simula fuertemente a B, y escribimos B <, A, si existe una funcién parcial recursiva f : ©* =
¥* tal que dom(f) = A, ran(f) = By una constante ¢ > 0, tal que para x € A, se tiene
| < |f ()] +c.

Inmediatamente obtenemos el siguiente resultado.
2.7 Lema. La relacion < es reflexiva y transitiva.
Probamos ahora un teorema que relaciona simulacién con dominacion.

2.8 Lema. Si A, B C X* son conjuntos r.e. libres de prefijos y B <5 A, entonces j1(BX*) <qom
H(AXT).

Demostracion. Sean f y ¢ como en la definiciéon de simulacion fuerte. Entonces, si y € B \
{f(x0), ..., f(zp)} existe x € A {zg,...,z} tal que y = f(z) y |z| < |y| + ¢. Lo cual impli-

ca

w(BXY) = p({f(20), .., f(@n)}E*) = p((B\ {f(@0), ..., flzn)})EY)
< 2°(u((A\A{=o, - - -, zn })ZY))
= 2°(u(AZ?) — p({zo, - .., 2} ).

Ahora probamos una suerte de reciproco del teorema anterior.

2.9 Teorema. Sea o un real re. y B C X% conjunto infinito, libre de prefijos y r.e.
Si u(BXY) <gom « entonces podemos construir un conjunto A C 3%, libre de prefijos, infinito y

re., tal que o = p(AX?) y B <g45 A.
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Demostracion. Supongamos i BXY <g,m «) y sea (y;) una enumeracion recursiva de B. Sea ay,
una secuencia positiva de racionales que converge a a. Por definicién, existe una funcién recursiva
F : Q — Qy una constante ¢ tal que si p < a entonces F(p) < 8y 2°(a — p) > pu(BX¥) — F(p)
(de no cumplirse incrementamos c). Definamos ahora
f(n) = min{m : Z 271wl > F(a,)},
i<m

de modo que
2°(a — an) > p(BX¥) 22 lvil

Asumimos, sin pérdida de generalidad, que

£(0)
ag > Z 2—|yi\—c'
=0

De no cumplirse lo anterior incrementamos ¢. Construiremos ahora una secuencia (n;) de nimeros
naturales y una secuencia doble (m; ;); j>0 de elementos de N U {oo}. La secuencia (n;) es tal que
n; = |yi| + c.

Definimos m; j = oo parai < f(0) y j € N. Definimos (m(q) ;) de modo que:

00 f(0)
E:QmFNMJ::a047§:2_m,
§=0 i=0

Consideramos una expansion infinita en la ultima expresion. Si s > 1y se ha definido n; y m; ;

parai < f(s — 1), definimos m; j para f(s — 1) < i < f(s) por casos:

A) Si
o0
U5 DR vh weett
=0 7=0
entonces m; j = oo para f(s —1) <i < f(s).
B) De lo contrario, hacemos m; j = oo para f(s — 1) < i < f(s) y definimos myy) ; de manera
que
00 f(s) f(s=1) oo
j=0 =0 7=0
Ahora probamos la igualdad

i=0 §=0
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Si para infinitos nimeros s se cumple que

1(s) o)
i=0 §=0

entonces se comprueba la igualdad deseada. Si por el contrario, la anterior igualdad sélo se cumple

un ndmero finito de veces entonces, puesto que

f(s)

[oe)
s (2 Ly 2—mz«j>,
i=0 =0
obtenemos
o0 o
a = limy_e0as < Z <2"i + Z 2mw‘>.
i=0 =0

Consideremos el maximo sg € N que satisface

f(s0) e
asy = Z (2_’” + ZQ‘mm‘).

i=0 j=0
Entonces, por la escogencia de c, tenemos que

[e.9]

o —ag > Z 2—\yi|—07

i=f(s0)+1

asi que
o0 o0
5 ()
i=0 §=0

Como el conjunto de los (7,7) tal que m;; # oo es recursivo e infinito, existe una biyeccion
recursiva b : N — {(i,7) € N® : m; ; # oco}. Definimos una secuencia de nimeros (r;) como
ro; = M; y ro;iv1 = mp(i). Puesto que 0 < o < 1, podemos construir una secuencia (x;) de
cadenas, sin repeticiones, tal que A = {x; : i € N} es libre de prefijos y |x;| = r; parai € N. Es
claro que o« = pu(AX*). También se obtiene B <, A, al definir g : A — B tal que g(x2;) = y; ¥y

lg(22i4+1)| > |x2i+1| (notemos que B es infinito). O

Estamos listos para probar que todo niimero tipo 2 es la probabilidad de parada de una maquina

universal de Chaitin.

2.10 Teorema. Para todo real o, tipo ), podemos construir una mdquina de Chaitin universal U

tal que o = Qp
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Demostracion. Sea V una maquina de Chaitin universal. Puesto que {2y es un nimero r.e. y « es

tipo €2, se tiene que
Qy = u(dom(V)3¥) <gom .
Segiin el teorema anterior existe un conjunto infinito y libre de prefijos A, talque pu(AX¥) = «

y dom(V') <5 A. Por lo tanto existe una funcion recursiva f : A — dom(V') sobreyectiva y una

constante ¢ > 0 tal que, para x € A,

z| < |f(x)| + ¢. Definimos una méquina de Chaitin con
dominio A, de modo que, parax € A, U(x) = V(f(z)). Debido a que V' es universal se sigue que
U también lo es y ademas, Qpy = pu(AXY) = a. O

Asi obtenemos el siguiente resultado.

2.11 Corolario. Un real es tipo ) si y solo si es la probabilidad de parada de una mdquina universal
de Chaitin.

Ahora probamos que todos los niimeros r.e. aleatorios son tipo ). Seguimos la prueba registrada
en [KSO1], Teorema 2.1.

2.12 Teorema. Si « es un niimero real r.e. aleatorio y [ es un real r.e. entonces 8 <gom O

Demostracion. Sean (ay,) y (by,) secuencias recursivas, no decrecientes que convergen a « 'y 3
respectivamente. Construiremos un test de Martin-Lof (A,,) tal que pu(A,3%) < 27" Debido a
la aleatoriedad de « existird un n tal que a no tiene ningin segmento inicial en A,,. En ese caso
probaremos que o — as > 27" (3 — b) para todo s. Construimos el test como sigue:

En lo siguiente denotaremos por (a) la expansion binaria de un racional a. Enumeramos el test por
etapas. Sea A,,[s] el conjunto finito de cadenas que ha sido agregado a A,, hasta la etapa s. Sea s_ la
tltima etapa en la que hemos adicionado cadenas a A,,. Hacemos A,[0] = ¢. Sibs # bs_ y (as) ¢
A, [s]X¥ agregamos cadenas: d, ..., dj tal que todo real (visto como secuencia) en el intervalo
[an, an + (bs —bs_)27™), tiene como segmento inicial a uno de los d;. En otras palabras agregamos
el intervalo [a,, a, + (bs — bs_)27™) a A, X%; en caso contrario, definimos A, [s + 1] = A,[s].

Ap = U,en Anls] es un conjunto libre de prefijos. Sean 1, ..., %;, ... las etapas en las cuales hemos
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agregado cadenas a A,, (notemos que este conjunto de etapas podria ser finito); tenemos:

=1
= 2777' Z (btj+l btj ))
=0
< 27"

Lo anterior se sigue pues la suma es telescopica y tiene limite 5 — by si el conjunto de los ¢; es
infinito, o bien b, — by si t,, es el mayor de los ¢;’s

Puesto que el conjunto A = {(z,n) : x € A,} es r.e. entonces, como « es aleatorio, existe un n tal
que o ¢ A,,. Notemos que si hemos adicionado [ay,, a, + (bs — bs_)27") a A, X“ entonces dado
que « es aleatorio, y por tanto irracional, existe a; > a, + (bs — bs_). Veamos que para todo s
se cumple que o — as > 27"(8 — bs). Fijemos s. Sea to la mayor etapa, menor que s, en la que
agregamos algo a A,,. Sean tg, t1, ... la secuencia de etapas (mayores o iguales que tg) en las que
hemos anadido algo a A,,.

Por construccién, para k > 1,

gy > Qg + (btk — btk_l)Qin.
Asi que
o o
Z (atk+1 - atk Z btk btk 1 27" = 2_n(5 - bto)'
k=1

k=1
Pero como ty < s < t1, obtenemos

a—as>a—ay =27 —by) >27"(5 — bs).

Hemos obtenido la deseada caracterizacion, la cual consignamos en lo que sigue.

2.13 Corolario. Un niimero real es r.e. aleatorio si y solo si es la probabilidad de parada de una

mdquina de Chaitin universal.

El anterior colorario nos permitird, en la siguiente seccion, dar una caracterizacién diferente
de los niimeros r.e. aleatorios; en esta ocasién obtendremos ademds, un sorprendente resultado de

incompletez.
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Capitulo 4

Maquinas de Solovay e Incompletez

En este capitulo ofrecemos otra caracterizacién de los ndmeros r.e. aleatorios en términos de
maquinas de Solovay. Esto nos permitird obtener sorprendentes resultados de incompletez relacio-
nados con la probabilidad de parada de maquinas de Chaitin universales . En la primera seccién
probamos que Z F'C', de ser aritméticamente sélida, sélo puede predecir un niimero finito de bits de
la probabilidad de parada de una méquina de Chaitin universal. El objetivo de la segunda seccion
es mejorar dramaticamente este resultado al probar que para cada nimero r.e. aleatorio «, existe
una maquina universal de Chaitin S, con a = §2g y tal que ZF'C' s6lo puede predecir los bits que
preceden al primer cero de {2s. En caso de que o comience por cero se tendra, en particular, una
maquina de Chaitin universal S tal que Z F'C no puede predecir ningdn bit de 2g. Lo anterior, por

supuesto, si ZF'C' es aritméticamente sélida.

4.1. Incompletez via Teoria Algoritmica de la Informacién

El interés por los limites del conocimiento ha capturado el interés de los fil6sofos desde la
antigiiedad, ejemplo de ello son algunos trabajos de Aristételes y Kant. En el contexto de las
matemdticas, a través de los trabajos de Hilbert,Godel y Turing, entre otros, se obtuvieron sor-
prendentes resultados que ponian limites a lo conocible. La conocida frase, y epitafio, de Hilbert:
""Wir miisen wissen. Wir werden wissen” (Debemos saber. Sabremos) resume en parte el proyecto
de basar las matemadticas en un formalismo que fuese consistente y completo. Sin embargo sus es-
peranzas se vieron necesiariamente frustradas gracias a una de las mentes mds geniales del pasado
siglo, Kurt Godel, quien en su famoso articulo de 1931, probé el primer teorema de incompletez,
que afirma que todo sistema formal cuyo conjunto de axiomas sea recursivo (finitamente especifica-
do), lo suficientemente rico para expresar la aritmética (o al menos cierta parte de ella) y sélida (tal

que sus teoremas son ciertos en el model estandar de los naturales) tiene afirmaciones indecidibles



en dicho formalismo.

La afirmacion utilizada en su famoso articulo era bastante andmala. Basados en la Teoria Algoritmi-
ca de la Informacién, Chaitin y otros, han generalizado en forma dramatica el resultado de incomple-
tez de Godel encontrando sentencias indecidibles que ahora son simples afirmaciones sobre niimeros
naturales.

Dado que el conjunto de teoremas de las teorias consideradas es r.e. podemos medir su complejidad
algoritmica como el tamafio del menor programa que, al ingresarse como entrada en cierta maquina
universal de Chaitin, imprime los teoremas de la teoria. A través de esta nocién Chaitin ha probado
resultados impresionantes, como el hecho de que dada una teoria que satisfaga las condiciones del
teorema de Godel y una maquina de Chaitin universal U, existe una constante tal que la teoria no
puede probar ningtin teorema de la forma Hy7(z) > c. Recientemente se han obtenido resultados de
incompletez en la aritmética ain mds sorprendentes. Por ejemplo Raatikainen [Ra98], construy6 una
maquina de Chaitin univerlsal tal que ZF'C, de ser aritméticamente sdlido y consistente, no puede
probar ninguna afirmacion de la forma Hy(x) > 0; el principal resultado de este capitulo, es otro
teorema de incompletez, igualmente asombroso.

En esta seccién probaremos un resultado, debido a Chaitin, esta vez en relacién con los digitos de
los niimeros r.e. aleatorios, que afirma que ZF'C, de ser aritméticamente s6lida y consistente, s6lo
puede predecir finitos bits de un nimero r.e. aleatorio. En la sigiuente seccion probamos un resulta-
do debido a Calude [Ca99], basado en un resultado de Solovay [S099], como ha sido mencionado

al comienzo pérrafos de este capitulo.

A continuacion introducimos algunas nociones bésicas. Para consultar mas definiciones en ma-

teria de 16gica recomentdamos, por ejemplo [Me87]. Por PA denotamos la Aritmética de Peano.

1.1 Definicion. Una teoria 7" de primer orden se dice aritméticamente sélida si satisface las siguien-

tes condiciones:

1. Existe una interpretacion fija de PA en T’ (de modo que toda férmula de P A tiene una tra-

duccioén en el lenguaje de 7).

2. Todo teorema de T que tenga traduccién al lenguaje de PA es verdadero en el modelo

estandar de PA.

Llamaremos a cada digito de una sucesién un bit, como es usual, y empezaremos numerando

desde el 0-ésimo bit.
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1.2 Teorema. Supongamos que Z F'C' es artiméticamente solida y sea U un mdquina universal de

Chaitin. Entonces Z F'C puede probar tan solo un niimero finito de afirmaciones de la forma:
"el n-ésimo bit de Qi es k.

Demostracion. Supongamos que Z F'C predice k bits de ()7 en las posiciones i1 < g < -+ < i,
y sean (i1), ..., 2(ix) los bits que resultan de dicha prediccion. Como ZF'C es aritméticamente

solida es cierto que el j-ésimo bit de €2 es {); para j = i1, - - - , ;. Consideremos ahora
Ek = {fL'lQileQz‘gu-'Tink : VQSjSk((‘xj‘ = ij — ij_l — 1) A ‘$1’ = il - 1}.

Es claro entonces que

p(EpXe) = 27 kgt —k — 9=k,

Abhora, puesto que r(Qp) € EpX, si ZFC predice infinitos bits de Q/, tendriamos que ;7 no es

aleatorio, lo cual es absurdo. O

Si quisiéramos calcular los bits de un niimero real o que es r.e. aleatorio estariamos limitados
desde el comienzo. No obstante, puesto que existe una sucesion de racionales, computable, no de-
creciente y que converge a «, digamos (a,), podemos hallar cotas inferiores para cv. Aunque no
podemos estar seguros de la precision de estas cotas, sabemos que si la expansion binaria de algin
a,, comienza por una cadena de unos, 17, entonces los primeros i bits de  son con seguridad todos
1. Esto es una consecuencia de que o es irracional y por lo tanto no termina en una cadena infinita
de 1’s. De esta manera obtenemos un procedimiento para hallar los bits de « (en expansion binaria)
precentes al primer cero.

Si enmarcamos el anterior teorema en el contexto antes mencionado, por Bennet, el nimero que
podria resolver algunos de los problemas maés interesantes en matematicas permanecerd desconoci-
do. Continuando con la cita:

"El libro esotérico es, como Dios, simple pero indescriptible. (...) [Los niimeros] §) son en muchos
sentidos niimeros cabalisticos. Podemos saber de ellos a través de la razon, pero no pueden ser
conocidos. Para conocerlos en detalle se debe aceptar su secuencia no computable de digitos como

palabras de un texto sagrado.” [Be92]

4.2. Numeros c.e. Aleatorios e Incompletez

Probamos primero un resultado técnico que nos sera de utilidad:
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2.1 Teorema. Siu,v € X" yx € X%, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. ux es una secuencia aleatoria.
2. vx es una secuencia aleatoria.

Demostracion. Si vX no es aleatoria veamos que uX no es aleatoria. Puesto que vx no es aleatoria
existe un conjunto r.e. 7' C 3* x Ny tal que cada seccion T), es libre de prefijos, u(T,) < 27"y

VX € ﬂn€N+ T,,. Consideremos ahora el conjunto
A= {(ubym) € ¥* x Ny 1 vb € Ty yjy|41}-

Puesto que los 7}, son libres de prefijos

o bl—Tel _ o—lvb]
> )

{0:vb€T 4 v } {0:wb€T 4 o) }
< N(Tm+|v|>
< 2*|U|*m

asi que

Z 2710l < 9=m

{b:’l}beTm+|U|}

Obtenemos por lo tanto

(A = Z 9—lubl _ Z 9~ lulg—Ibl < g=lul-m < 9—m
{b:0bET 4 1) } {b:wb€T,, 1 1o }
Asi que A es un test de Martin-Lof. Veamos que ux € ﬂn21 Apm. Sim > 1 entonces vx €
Ty)o)X* asi que existe t € T,y tal que t <, va. Si [t[ < [v| entonces 271"l < 271 Pero
2~ It < (T 2°) < 2-m=Ivl asi que 271Y1 < 27—l y por tanto, 1 < 2™, lo cual es
imposible. Asi que |t| > |v| y obtenemos ¢ = vb. Asi ub € A,, y evidentemente ux € A,, X%,

Es claro entonces que ux € [),,~; AmX“ y por tanto no es aleatoria. 0
Estamos listos para probar el teorema principal del texto:

2.2 Teorema. Supongamos que Z FC es aritméticamente solida y sea i > 0. Consideremos el real
r.e. aleatorio

a = apaq...q;—10a41.., conag =1 = ... = ;1 = 1.
Entonces podemos construir una mdquina universal de Chaitin, U, tal que
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1. PA prueba que S es universal.

2. ZFC no puede probar ningiin teorema de la forma

"el (n + i)-ésimo bit de Qg es k.

3. a:QS.

Demostracion. Probaremos primero el caso ¢ > 1. Consideremos el real

0, ajp10i42...

Sabemos por el lema anterior que este nimero es aleatori y, puesto que « es r.e., se sigue que

también es r.e. De manera que fijamos una miquina de Chaitin universal V/, tal que

Qv =0,a410i42 .- .-

y ademds, tal que P A prueba que V' es universal.

Definimos una funcién parcial recursiva U en dos variables, j € Ny s € ¥, de la siguiente manera:

1. Si
2. 51
3. sSi
4. Si

s =\ entre en un loop.
s €{1,01,001,...,0711} imprima 1.
s =0t calcule V(t). De hallarlo, imprima V(t).

s =01t continue con el paso siguiente.

5. Liste los teoremas de ZF(C,en un orden independiente de t y j,

hasta encontrar uno de la forma

"el (n+1i)-ésimo bit de Q; es Ek".

De
6. Si
7. Si

encontrarlo fije los valores de n y k.
|t| #n entre un loop.

|tf =n fije el racional diddico r cuya expansién binaria es

1t (k). Haga 7' =r42-(+T+D)  Bysque el menor entero m tal que r <

Qjm] <r’. Si encuentra tal m continue con el siguiente paso.

8. Si

s € Dj[m] entre un loop.
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9. Si s¢ Djim] imprima 1.

Por el Teorema de la Recursion existe j tal que ®;(s) = U(j, s). Escribamos S = ®; y veamos
que S es una mdquina de Chaitin. Sean s1,s2 € domS tales que s; <, s2. Si s pertenece a
{1,01,...,0i=11}, entonces, segiin la definicién de nuestro algoritmo, s1, s estdn en el conjunto
libre de prefijos

{1,01,...,0°7 11},

asf que s1 = sg. Si 51 = 0°11 entonces sy = 07ty y t; <, t2, donde ademds ¢4, t2 pertenecen
al dominio de V' y por lo tanto ¢; = t2. Si 51 = 0°1t; entonces so = 0'1ty y se han encontrado
naturales n y k en el paso 5; estos nimeros deben coincidir para ¢; y to puesto que el orden en que
se listaron los teoremas no depende del pardmetro ¢. De esta manera |t1| = [t2] = n y por tanto
$1 = 2. Asi concluimos que S es una maquina de Chaitin. De la universalidad de V' se sigue la
universalidad de S, atin mas, la universalidad de S se puede probar en PA.

Sabemos ahora que S = ¥ ;. Probaremos ahora la parte mds importante del teorema.

Supongamos que ZFC' puede probar un teorema de la forma ”el (n + 4)-ésimo bit de Q; es k”.
Consideremos el primer teorema de esta forma listado por el algoritmo y fijemos n y k los enteros
correspondientes a la afirmaciéon. Como ZF'C' es aritméticamente solida entonces la afirmacion
"el (n 4 i)-ésimo bit de ; es k" es verdadera. Dado que (g es irracional, escojamos r el inico

racional di4dico con denominador 2"+ tal que:
r< Qg <r4 2 D) =y

Puesto que {1,01,...,0° 11} C dom.S, se tiene que 27! +- - - 4+27% < Qy, asi que la expansién
binaria de Q;; empieza con 1°. De manera que la expansién binaria de r es 1%t (k), donde ¢ es una
cadena de tamafio n. Hagamos u = 0%1¢ y consideremos la computacién de S(u). El algoritmo
ejecuta el paso 5 y al listar los teoremas de Z F'C' se hallan los nimeros n y k que fijamos. Tenemos
|t| = n, de manera que el algoritmo procede al paso 7 para r y ' (los mismos ya fijados). Puesto que
r < Qg < r+2- 4+ Ja biisqueda del nimero m, en el mismo paso 7, tiene éxito. Si s € D;[m]
entonces S(s) es indefinido, lo cual es imposible pues D;[m] C D;. Asi que s ¢ D;[m], enton-
ces S(s) estd definido y D; contiene, ademds de las cadenas en D;[m/|, una cadena s de tamafio
n+ i+ 1, por lo cual ; > Q;[m] + 2~ 41 > 3/ > Q. Lo cual es imposible.

De esta manera Z F'C' no puede probar ningtin teorema de la forma”el (n+i)-ésimo bit de 2 es k.
Ahora, es claro que

Qeg=2"142724... 427 427, — ¢
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Para el caso ¢ = 0 fijamos una maquina de Chaitin universal W tal que
QW = 0, a109...

y ademas, tal que PA prueba que W es universal. Al igual que en el caso anterior definimos una

funcién parcial recursiva 7" en dos variables j € Ny s € ¥ como sigue:

= Si s=)\ entre en un loop.
» Si s=0t calcule W(t). De hallarlo, imprima W(¢).
= Si s=1f{ continte con el paso siguiente.

m Liste los teoremas de ZFC(C,en un orden independiente de t y 7,
hasta encontrar uno de la forma
"el n—ésimo bit de Q; es k.

De encontrarlo fije los valores de n y k.
» Si |[t|#n entre un loop.

» Si |t{=n fije r el racional diddico cuya expansién binaria es:
t(k). Haga ' = r+ 2-(+i+1)  Busque el menor entero m tal que r <

€ <7r'. Si encuentra tal m continte con el siguiente paso.
» Si s€ Dj[m] entre un loop.
» Si s¢ Dj[m] imprima 1.

Por recursién, y argumentos similares a los anteriores, encontramos un j tal que V; = U(j, s)
con W, universal. Andlogamente se muestra que ZF'C' no puede probar nigtin teorema de la forma

"el n-ésimo bit de Qj es k" y que v = Q; O

De esta manera obtenemos una nueva caracterizacion de los nimeros aleatorios r.e. como pro-
babilidades de parada de maquinas de Solovay, para las cuales ZF'C' sélo puede predecir los bits
anteriores al primer cero. Es interesante notar que en el caso ¢ = 0, por ejemplo, sabemos que el
primer bit de « es cero, pero ésto no se puede probar en ZF'C'. En general, se obtiene el siguiente

resultado:
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2.3 Teorema. Si ZFC es aritméticamente solido entonces para cada real aleatorio r.e. «, existe

una mdquina de Solovay S tal que o = Qg. Si
a = apaq...0;-10041..., conag =a1 = ... =qj—1 =1
la afirmacion " el i-ésimo bit de Qg es 0 es cierta pero no se puede probar en Z FC.

Es preciso mencionar que, como observamos en la seccion anterior, dado 7 se conoce un pro-
cedimiento para hallar los bits de €2; que preceden al primer cero. Suponemos 1; universal. Como
es usual, podemos hallar una sucesién wy, = Z?:o 2-1f0)I donde fN, > ¥*) es una biyeccién
computable con rango dom(t);). Esta secuencia de racionales es estrictamente creciente y tiene
limite €2;. Como se discuti6 en la anterior seccién, si la expansion binaria de wj empieza por una
cadena de unos, 1%, entonces (1; empieza necesariamente por la misma cadena de unos. Para un £

lo suficintemente grande, se conocerdn con certeza los bits de () anteriores al primer cero.

A continuacién probamos un resultado , debido a Chaitin, relacionado con el teorema de Jones

Matiyasevich [JM84].

2.4 Teorema. Dada una mdquina universal de Chaitin U, existe una ecuacion exponencial diofan-
tina
P(n7k7y17"' 7ym) - 07
tal que para todo k > 0 la ecuacion
P(n7k7y17"° 7ym) = 07
tiene infinitas soluciones si'y solo si el n-ésimo bit de la expansion binaria de iy es 1.

Que la ecuacion sea diofantina exponencial significa que P(n, k,y1,...,Ymn) €s un polinomio
(de variables enteras no negativas) en el que se permite la exponenciacién entre variables. En la

prueba seguimos a [LVOS], Lema 3.7.1.

Demostracion. Sea f : N — dom(U) una biyeccién computable. Como es usual consideremos la

sucesion wy = Zf:o 2-1f@I_ Es claro que el conjunto

R = {(n, k) : el n-ésimo bit wy, es 1}

es r.e. Asi que existe una ecuacion diofantina P(n, k,y1,...ym) = 0, segin el Teorema de Jones-

Matiyasevic [JM84], que tiene una solucién si el n-ésimo bit de la expansion binaria de wi es 1y
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cero soluciones de lo contrario.

Si el n-ésimo bit de {27 es 1, entonces para infinitos k se tiene que el n-é€simo bit de wy, es 1, por lo
cual, la ecuacion P(n, k,y1, ... ym) = 0 tiene infinitas soluciones que son tuplas (k, y1, ... Ym).
Si el n-ésimo bit de € es 0 entonces sélo para finitos & se tiene que el n-€simo bit de wy, es 1, por
lo cual, sélo para finitos k la ecuacién P(n, k, y1, . . . ymm) = 0 tiene solucidn, en cuyo caso es tnica,

por lo tanto la ecuacién P(n, k,y1, ... ymn) = 0 tiene finitas soluciones. [
La combinacién de los dos dltimos teoremas nos permite enunciar el siguiente resultado.

2.5 Corolario. Si ZFC es aritméticamente sdlida entonces, para cada real aleatorio r.e. o, existe

una mdquina de Solovay S tal que o = Qg. Ademds, si
a = apoq...c;—10041.., conag =01 = ... = ;1 =1,

existe una ecuacion diofantina
P(Z’$7y1>"'7ym) = Oa

que tiene finitas soluciones, pero este hecho no se puede probar en ZFC.

Es interesante notar que Calude y otros han construido una maquina de Chaitin universal par-
ticular (que llamaremos U) y han hallado los 64 primeros bits de su probabilidad de parada (ver
[Ca02] seccion 8.7). Los bits son:

00000010000001000001100010000110100011111100101110111101000010000.

De acuerdo con lo probado en este capitulo, si ZF'C' es aritméticamente sélida y U es una maquina
de Solovay, Z F'C s6lo puede predecir los bits de €2;; que preceden al primer cero. Por lo tanto, la
maquina construida por Calude y otros no es una maquina de Solovay. De hecho, puesto que ZF'C
prueba que el primer bit de (2 es cero, es imposible construir una maquina de Solovay .S, tal que
Qu = Qg.

Por dltimo notaremos que en este capitulo Z F'C se puede remplazar por una teoria que contenga la
aritmética, sea aritméticamente sélida, consistente y r.e. Escogimos Z F'C porque esta teoria es el
formalismo estdndar de las matematicas en la actualidad.

Es innegable el impacto que han tenido, en el d&mbito matematico, los resultados de incompletez e
independencia obtenidos en el tltimo siglo, junto con las técincas mediante las cuales se han estable-
cido dichos resultados. Ejemplos de afirmaciones independientes de gran relevancia se encuentran
en diversas dreas: la Hipdtesis del Continuo, la Conjetura de Kaplansky (todo homomorfismo alge-

braico de C[0, 1]a un espacio de Banach es continuo) y el problema de Whitehead (todo grupo de
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Whitehead no contable es libre). Hasta el momento no hay un acuerdo sobre la manera de decidir
estas cuestiones, o siquiera la pertinencia de las mismas. A este respecto escribe Godel:
"...ademds de la intuicién matemdtica existe otro (aunque sélo probable) criterio de veracidad
para los axiomas matemdticos, a saber, su utilidad en matemdticas y, se podria ariadir, en fisica
(...) El caso mds simple de una aplicacion del criterio en discusion se da cuando algiin (...) axioma
tiene consecuencias verificables por computacion para los niimeros menores que un entero.

... los axiomas no necesitan ser evitentes por si mismos, su justificacion se basa (como en fisica)
en el hecho de que hacen posible la deduccion de algunas percepciones sensitivas. Pienso que (...)
este punto de vista ha sido ampliamente justificado por desarrollos actuales y es de esperar que lo
sea mds en el futuro. Se ha visto que la solucion a ciertos problemas aritméticos requiere asumir
hechos que trascienden la aritmética (...) bajo estas circunstancias las matemdticas perderian en
buena medida su " absoluta certeza’ aunque debido a la influencia de la critica moderna a los
fundamentos, ésto ha sucedido ya en una gran escala”

A la luz de los resultados presentados en el texto nos preguntamos si no seria justo, de construirse
una ecuacién como la descrita en el teorema 2.5, asumir que tiene finitas soluciones aunque este
hecho no pueda ser probado en ZF'C'y, de ser asi, a qué otro tipo de afirmaciones seria valido
aplicar el mismo criterio. Con esta pregunta, mucho menos arriesgada que la de Godel, quien veia

en el futuro la posibilidad de una matematica experimental, terminamos el texto.
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